Tle ES Logarithme népérien — Collége de Juilly — H. Kerneis

LOGARITHME NEPERIEN

A une époque (fin du XV et début du XV 1I° siécle) ou les calculs liés au développement de I'astronomie et a
I'explosion de I'économie sont de plus en plus fastidieux, I'astronome Ecossais John Napier (ou Neper) (1550
— 1617) met au point un algorithme qui transforme les multiplications en additions et les divisions en
soustractions. 11 propose une table numérique qui a été utilisée jusqu’a I'apparition des premiéres machines a
calculer ! Cette fonction intervient dans de nombreux domaines comme la modélisation des phénoménes de
perception ; en effet, une loi psychophysique, dite de Weber-Fechner, énonce que « la sensation percue est
proportionnelle au logarithme de la valeur existante ». Ceci explique par exemple que I'échelle des décibels pour
les sons ou celle de Richter pour les séismes soient logarithmique. La loi de Benford (1938) repose sur cette
fonction ; elle permet grace aux probabilités de déterminer des fraudes comptables, mais aussi de minimiser la
place de stockage des informations ou d’optimiser les débits dans un ordinateur. En chimie, la mesure de
I'acidité d’un liquide est indiquée par le pH qui est gradué selon une échelle logarithmique.

1. Fonction logarithme népérien

1.1. La fonction In

. e 1 : :
f est la fonction définie sur ]0; +ee[ par f (x) = — . Cette fonction usuelle est continue
X
et admet des primitives sur ]0;+oo| .
Définition 1:
La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive sur ]O; +oo[ de la

. 1
fonction X — — qui s'annule en 1.
X

Remarques :
i. Le logarithme népérien d’un réel x > 0 est noté In(x) ou Inx.

ii. L’ensemble de définition de la fonction In est ]O; +oo[ .

. o dt
iii. Avec les notations du calcul intégral, pour tout x >0, Inx = LXT'

1.2. Premieres conséquences

Théoreme 1 :
i. In1=0.

ii. La fonction logarithme népérien est dérivable sur 0;+eo[ et

pour tout x > 0, In'(x) = %
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1 . . .
iii. Pour tout x > 0, —>0, donc la fonction logarithme est strictement
X

croissante sur 0; +eof .

1.3. Sens de variation et équations, inégquations

Courbe représentative de la fonction In :

3

De la stricte croissance de la fonction logarithme népérien sur ]O; +oo[ découle
immediatement les propriétés qui suivent :

Propriété 1 : Pour tous réels a et b strictement positifs :
I. Ina >Inb siet seulement si a > b.
ii. Ina =Inb sietseulement sia = b.

Propriété 2 : Pour tout réel x >0 :
I. Inx =0 si et seulement si x = 1.

ii. Inx <0 sietseulementsi0 < x < 1.
iii. Inx >0 siet seulement si x > 1.

Remarque : 1l est donc fondamental, pour résoudre une équation du type
Inu(x) = Inv(x) Ou une inéquation du type Inu(x)g Inv(x) (et les autres )

de déterminer I'ensemble des réels x tels que u (x) >0 et v(x) >0.

Exemples :

i. Résolution de I'équation In(x2 — 4) = In(3x).

On cherche les réels x tels que x* —4 >0 et 3x >0.

Or x*—4>0 pour X € J-eo;—2[ U ]2;+e[ et 3x >0 pour x > 0.
Ainsi, I'équation n’a de sens (ie peut étre résolue) que dans I'ensemble
]2;+c<[ . Dans cet ensemble, résoudre In(x2 —4) = In(3x) revient a

résoudre x°—4=3x i¢ x*—3x—-4=0. Cette derniére équation
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admet comme solutions —1 et 4. Or —1 ¢ ]2;+eo| et 4 & |2;+oo[ . Donc

la seule solution de I'équation In(x2 - 4) = In(3x) est 4.

ii. Résoudre I'inéquation In(2x +4) > In(6—2x). On cherche les réels
X tels que 2x +4 >0 et 6—2x >0, c’est a dire tels que x > -2 et x < 3.
L’inéquation doit donc étre résolue dans I'ensemble ]—2;3[. Dans cet

ensemble, résoudre In(2x +4)2In(6—2x) revient a résoudre

. . 1 _
2X +4>6—2x qui équivaut a X 25. L’ensemble des solutions est

donc ]—2;3[({%;%{ ie [%3[

iii. Résoudre I'équation In(2x —4) =0. On cherche les reels x tels que

2x—4>0 cest a dire tels que x > 2. Dans lintervalle ]2;+oo] ,

A - . . 5
I'équation In(2x —4) =0 équivaut a 2x —4=1ie x = > Ce nombre

appartient & |2;+<[ donc il est solution.

iv. Résoudre I'inéquation In(x - 10) <0.

In(x-10) <0 équivaut & 0<x—10<1 cest & dire 10 < x < 11.

L’ensemble solution de cette inéqution est donc ]10;11/ .

2. Propriétés algébriques

2.1. Logarithme d’un produit

Théoreme 2 : fondamental !
Pour tous réels a et b strictement positifs, Inab = Ina +Inb.

Preuve : Soit a un réel strictement positif fixé et f la fonction
définie sur ]0; +eo[ par f (x) =Inax — Inx . Pour tous réels

X>0: f'(x):i—lzl—lzo. Donc f est une fonction
ax X X X

constante sur ]0;+es[ . OF f(l): Ina—In1=1Ina, donc pour

tous réels x > 0, f (x) =Ina cest & dire Inax —Inx =1Ina, soit
Inax =Ina +Inx . D'ou la conclusion en remplagant x par b.

Remarque : Cette propriété se généralise au cas d’un produit de trois, quatre, ...

facteurs.
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e . 1
Exemple : Simplifier I'expression In8 +1n10 + In%.

2.2. Logarithme d’un inverse, d’'un quotient

Théoreme 3 : Pour tous réels a et b strictement positifs,

o1
i. In==-=Ina.
a

ii. Ingzlna—lnb.
b

Preuve :

) , 1 1
i. Pour toutréela>0, —>0 et —xa=1;
a a

1 1, . . 1
donc In(ax—jzlnaﬂn— équivaut a O:Ina+lng. Donc
a a

1
In==-Ina.
a
ii. Pour tous réels a et b strictement positifs,

In a =In a><1 :Ina+ln1:Ina—Inb.
b b b

2.3. Logarithme d’une puissance, d’une racine carrée

Théoreme 4 : Pour tous réels a > 0,
I In(a”) =nlna, pour tout entier relatif n.

ii. In\/— :%Ina.

Preuve :
i. Utilisation de proche en proche du théoreme 2.

2 2
ii. Pour tous réels a > 0, \/5 =a donc In(\/g ): Ina, cest &

dire 2In\/_:lna d’ou In\/—:%lna.

Exemples :
i. Simplifier, pour tout réel x > 0, I'expression In3x —In3.

e . 3 8
ii. Simplifier les expressions : InZ+In§—In23; IN77% +2In49 et

41n25-2In5.
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3. Etude de la fonction In

3.1. Etude de la limite en +x

Théoreme 5: lim InX = +oo.

X —> oo
Preuve : admis...

3.2. Etude de la limiteen 0

Théoreme 6 : limInx = —eo.

Xx—0

Preuve : D’apres le théoreme sur la limite d'une fonction

o : 1 .
composée, liminx = lim In— = Ilim (—In X)=—oo.
x—0 Xoteo X

X — oo

Remarque : L'axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe
représentative de la fonction logarithme.

Exemples : Recherche de la limite en +oo .

i. Pour tous réels x > 3, f(x):ln(x2—3x +1). f =uov avec
v(x)=x2—3x +1 et u(x):lnx. XIiﬁn+1mx2—3x +1:XIi%rr+1mx2 = +oo et

lim Inx =+e donc d’'apres le théoreme sur la limite d’'une fonction

X —> oo

composée lim f (x) = +eo.

X —>+oo

ii. Pour tous réels x>—%, g(x):ln(2x+1)—ln(x+3). On

remarque que g(x):lnzx+1 g=UoV avec V(X):2x+1
X+3 X +3
+
u(x):lnx. lim 2X 1=Iim 2—X:Z et liminx=In2 donc
X—oteo X + 3 Xt X X—2
lim g(x):InZ.

X—> oo

3.3. Tableau de variation

On peut rassembler quelques résultats vus précédement dans le tableau de
variation suivant :

X 0 +oco
In'x +
+co
Inx /
—oo
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T est la tangente a la courbe C représentative de la fonction In au point A

d’abscisse 1.

Une équation de Test y =x —1 (en effet INn1=0 et In'(l) =

=1).

Ll

On établit que la courbe C est au dessous de la tangente T sur ]O; +oo[ et donc,
que pour tout réel x >0, Inx <x —1.

3.4. Quelques limites particulieres

Théoréeme 7 :

i. lim =0.
X —>+oo
ii. imxInx =0.
Xx—0
Preuve :

i. f est la fonction définie sur ]0;+oo[ par f (x) =Inx - 2Vx .

Elle est dérivable sur 0;+e[ , et pour tout x > 0,

f'(x):l—izl_X&. ur 0;+eof |, f'(x) est du signe

X x

de 1—+/x. La fonction f est donc croissante sur Joia et

décroissante sur [1;+eo . Le maximum de cette fonction vaut

f(l):—z ; donc pour tout x > 0, f(x)<0, c’est a dire

. Inx 2
Inx<2\/;, dou —<—. Or, pour tout x = 1,

X Jx

Inx
et Ilm——O Donc |lim — =0.

T x—>+oo\/_ D ¢
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N 1
. Pour x > 0, on pose X=—. Alors
X

1 1 In X
xhx=—In—=———.
X X X

x—0 X —+oo

Dol limxInx = lim (—MTX):O

Remarque : On dit, pour ces deux formes indéterminées, que « X I'emporte sur
Inx »

Théoréeme 8 :
i im "X — g
x->1x —1
In(1+ x
ii. Iimgzl
X—0 X

Preuve :
i. D’aprés la définition du nombre dérivé, on a:

Inx imlnx_lnlzln‘(l):lzl.
x->1lx —1 x-1 x-—1 1
iil. Immédiat en posant X =x +1.

Exemples :

3
i. lim M: lim 3In(x): lim (ixln—X] Or lim i:O et

xote By2  xowe By?  xowe| BX X x>+ B

3
. Inx : In(x )
lim — =0 donc lim —=0.
X—teo ¥ X —> oo 5X

i, Iim(3x3 In x“) = l@(}(aﬁ x 41n x) = lim (12x2 X X |nx) |

Xx—0 X—0

Or Iim(12x2)=0 et imxInx =0 donc Iim(3x3lnx4)=0.

Xx—0 Xx—0 Xx—0

i Iim[3lnxx X +1J=Iim(3ln—xj:3x1:3.

x—1 x> —1 x=1 X =1

4. L’équation In(x) =m
4.1. L’équation In(x) =m

La fonction x +— Inx est continue et strictement croissante sur I'intervalle ]O; +oo[ a
valeurs dans R . Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on a :

Théoreme 9 :
Pour tout réel m, I'équation Inx =m admet une unique solution dans ]O; +oo[ :
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4.2. Le nombre e

En particulier pour m = 1, I'équation I'équation Inx =1 admet une unique solution
dans 0;+ee[ . On la note e. (Notation due & Euler en 1728, il montre que cette valeur
est un irrationnel). A la calculatrice e = 2,718.

4.3. Le nombre €™ pour un réel m quelconque

Théoréeme 10 :
Pour tout entier relatif n, In(e”) =n.

Preuve : In(e”):nxlne:nxlzn.

Remarques :
i. De fagon plus générale, pour m un réel quelconque, on a :

In(em):m.

ii. Cela revient a dire que I'on note ¢™ 'unique solution de I'équation Inx =m.

Exemples :
i. La solution de Inx =2 est ¢?.

. i 1
ii. Lasolution de Inx =—1 est e = o

1 1 1 1
— est e? :\/E. En effet In(\/g):—lne ==,
2 2 2
(1

iv. Résoudre I'équation {In x)2 —3Inx—-4=0. En posant X =Inx,

iii. La solution de Inx =

cette équation devient X°—3X —4 =0 qui admet comme racines —1
et 4. On résout alors les équations: Inx =—1 et Inx =4 ; les deux

solutions de I'équation sont donc e et e*.

5. Fonction Inu
u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.
5.1. Limites

Pour étudier une limite d’une fonction Inu, on utilise le théoréme sur la limite
d’une fonction composée.

Exemple : f est la fonction définie sur |L;+oo| par f (x) = In(x2 — 1) .

Iim(x2—1)=0 et )I(iTOInX = —o donc IXiLnlIn(x2 —1):—oo.

X—1

5.2. Sens de variation
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Théoreme 11 :
Les fonctions u et Inu ont méme sens de variation sur l'intervalle I.

Preuve : La fonction In est croissante sur 0;+ee[ . D'aprés le

théoreme sur les variations de fonctions composeées, u et Inu
ont méme sens de variation sur 1.

Exemple: La fonction x |—>In(1—x) définie sur  J-eo;1 est
décroissante sur ce méme intervalle car la fonction x+—1-Xx est
décroissante sur ]—oo;l[ .

5.3. Dérivée et primitives

Théoreme 12 : Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un

. ) L. 7 u'

intervalle I, alors la fonction Inu est dérivable sur | et (Inu) =—.
u

Preuve : La fonction u est dérivable sur | et la fonction In est

dérivable sur 0;+eo[ . D’aprés le théoréme sur la dérivation

d’'une fonction composée, Inu est dérivable sur | et

(Inu(x))’ = In’[u(x)]xu’(x) :u—(lgjxu’(x) :lljﬂl(;)(%

Exemple: f est la fonction définie sur R par f(x) = In(x2 +1). La

fonction x > x* +1 est dérivable et strictement positive sur R : donc
2X
x2+1

f est dérivable sur R et f’(x) =

Théoréeme 13 : u est une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant

1

N . u .
pas sur . Alors, une primitive sur I de la fonction — est la fonction :
u
. X In[u(x)] Si u(x) >0surl ;

ii. X In[—u(x)] Si u(x)<0 surl .
Preuve : par lecture inverse de la formule de dérivée...
Remarque : 1l est judicieux de retenir qu’une primitive sur | de — est In‘u(x)‘.
u

Exemples :
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3 1

, u
se présente sous la forme — avec
u

u (x) =x*+2. Or, pour tout réel x, x* +2 >0, donc une primitive de

i. La fonction f:xm—

x*+2

fsur R est la fonction X — In(x4 + 2).

ii. Une primitive sur J-eo;0[ de la fonction est la fonction

X|—>In(—x). ’

6. La fonction logarithme décimal

Définition 2 : La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie

|
sur 0;+ee[ par logx = %

Remarques :
i. Ainsi, log1=0 et log10 =1.

ii. Pour tout entier n, log (10”) =n.

1 . ,
iii. En posant k:m, on a logx =kInx ; ceci a pour conséquence
n

importante que toutes les propriétés de la fonction log sont identiques a celles
de la fonction In.

10



