| GRAPHES PREMIERES DEFINITIONS T ES

De maniere générale, un graphe est un ensemble de sommets et d’ar@es)oeliant ces sommets.
Il existe différents types de graphes, orientés ou non, ou autorikentyrs arcs entre deux sommets.

e W W <

Graphe Gg Graphe G Graphe G3 Graphe G4

1 DEFINITIONS

Un graphe non orient& = (SA) est déterminé par la donnée de deux ensembles :
— un ensemble fini non vidgdont les éléments sont appeEsnmets
— un ensemblé@ de paires de sommets appeléedtes

SiS= {x1,%2, - ,Xn} estl'ensemble des sommets d’'un graghene arétade 'ensemblé\ s’écrita= {x;,x; }
oux; etx; sont lesextrémitéslea.

Les sommets; etx; sont alorsadjacentsdans le graph& et on dit qu’ils sonincidentsavec 'arétea.
Lorsque les deux extrémités sont confond(es- x;) I'aréte s’appelle unéoucle

Deux arétes sont dites paralléles lorsqu’elles ont mémes extrémités.

ORDRE D’UN GRAPHE

On appelle ordre d’'un graphe le nomigre de sommets de ce graphe.

Par exemple :
les graphe$s; et G, sont d’ordre 4 ; le graph@&; est d’ordre 5 et le graph@, est d’ordre 7.

GRAPHE SIMPLE

Un graphe est disimplesi deux sommets distincts sont joints par au plus une aréte et s'il est sarie.bo \

GRAPHE ORIENTE

Un graphe peut étre orienté une aréte est alors appelégudn arc est défini par un couple ordonpgx;)
de sommets.

REMARQUE

A tout graphe orienté, on peut associer un graphe simple.

Par exemple sur un plan de ville ou sont indiquées les rues en sens Unigyéston ne tiendra pas compte de
I'orientation pour se déplacer.

on associe le graphe

Au graphe orienté simple

GRAPHE COMPLET

Un graphe compldt,, est un graphe simple d’ordre> 1 dont tous les sommets sont deux a deux adjacehts.

Ks Deux représentations d(y Ks
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SOUS GRAPHE
Il arrive que dans certains problémes on ait besoin de considérgauntie d’'un graphe :

G' = (S,A’) est un sous-graphe @&= (SA) si S est un sous ensemble 8&t A’ un sous ensemble detel
que les extrémités des arétesAdesont des sommets &

Si A’ est constitué de toutes les aréted\dg/ant pour extrémités les sommetslalors on dit qués’ = (S,A')
est le sous-graphe engendré Bar

EXEMPLE

@\@@

G, est le sous graphe de G

Graphe G Gy estun sous graphe de G engendré par {S5,%1.%5,%.S7}

2 DEGRE D'UN SOMMET

On appelle degré d'un sommet le nombre d’arétes dont ce sommet estigmieX(les boucles étant compte
deux fois). Ce degré vaut 0 si le sommet est isolé.

SN

EXEMPLE

Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont :

d(s) =2 O
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DEGRE D'UN SOMMET DANS UN GRAPHE ORIENTE

Soitsun sommet d’'un graphe orien@&

— On noted ™ (s) le degré extérieur du sommgtc’est-a-dire le nombre d’arcs ayatomme extrémité initiale.
— On noted™ (s) le degré intérieur du sommstc’est-a-dire le nombre d’arcs ayatomme extrémité finale.

Le degré du sommestest :

d(s)=d"(s)+d (s

D

EXEMPLE

Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont :

d"(s)) =2etd (s1)=1doud(s;) =3

df(s2) =2etd (5) =3d'oud(s) =5

d"(ss) =1letd (s3) =4 doud(sz) =5

d¥(s4) =2etd () =1doud(sy) =3

d"(ss) =2etd (s5) =1doud(ss) =3

d*(ss) =1letd (s5) =0doud(ss) =1
REMARQUE

Dans un graphe orienté, la somme des degrés extérieurs et la sommerdssrdégeurs sont égales au nombre

d'arcs.
Si on notea le nombre d’arcs d’un graphe orienté algrd ™ (s) = Y d(s) =

Par exemple si dans une réunion on échange des cadeaux, le norchoedax offerts est égal au nombre
cadeaux recus, c’est le nombre de cadeaux échangés.

de
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THEOREME

La somme des degrés de tous les sommets d’un graphe est égale a deurdoible d'arétes de ce graphe;
c’est donc un nombre pair.

Démonstration
Lorsqu’on additionne les degrés des sommets, une aréte est comptdeigdguxe fois pour chaque extrémité.

COROLLAIRE

Dans un graphe, le nombre de sommets impairs est un entier pair.

Démonstration

Soit pla somme des degrés des sommets painslatsomme des degrés des sommets impairs.

m-+ p est égal & la somme des degrés des sommets c’est donc un nombre paireginm nombre pair.
Or une somme d’entiers impairs est paire si, et seulement si, il y a un nombde parmes.

On en déduit que le nombre de sommets impairs est un entier pair.

PROPOSITION

‘ Dans un graphe simple d'ordne> 1, il existe deux sommets distinctsets; ayant le méme degre. ‘

Démonstration

SoitG un graphe simple d’ordne > 1. Le degré d’'un sommetquelconque du graph@ est un entied(s) tel
que: 0<d(s) <n—1.

Supposons que les degrés des sommets soient différents.

Les degrés dessommets sont les entief§,1,--- ,n— 1} et il existe un sommes de degré 0 et un sommst
de degrén— 1.

Or sid(sj) = n—1 cela signifie qu'il est adjacent a tous les sommets du graphe et en paricuiemmes
doncd(s)>1

Ce qui est en contradiction avdgs) > 0.

3 REPRESENTATION MATRICIELLE D’UN GRAPHE

SoitG = (SA) un graphe d’ordre dont les sommets sont numérotés derl a
La matrice d’adjacence d8 est égale a la matrice carré = (m;) de dimensiom x n ou m;; est égal au
nombre d’arétes d’extrémites les sommests;.
Dans le cas d’'un graphe orientd; est égal au nombre d’arcs ayant pour origine le sonsnatpour extrémite
finale le sommes;.

EXEMPLES
1.
R 1100
' 9
La matrice d’adjacence du graphe orie@gestM (G1) = 1000
Gy : arap Y“l1 100
S 0 010
S3
2. %
S 0110
. , . 1010
G2 La matrice d’adjacence du graphe sim@gestM (G,) = 110 1
. 0010
REMARQUES =

1. La matrice d’adjacence d’'un graphe non orienté est symétrique.

2. La diagonale de la matrice d’adjacence d’un graphe simple ne compertiegd.

3. La demi somme de tous les coefficients de la matrice d’adjacence d'uhegram orienté est égale au
nombre d'arétes de ce graphe.

4. La somme de tous les coefficients de la matrice d’adjacence d’'un graph#@st égale au nombre d'arcs
de ce graphe.
— La somme des coefficients de la lignest égale au nombre de successeurs du sosmet
— La somme des coefficients de la colommst égale au nombre de prédécesseurs du sogimet


http://yallouz.arie.free.fr

4 GRAPHES ISOMORPHES

Deux graphes isomorphes ont la méme structure : peu importe la facon demitildessinés, il est possible de
déplacer les sommets pour que I'un soit la copie conforme de l'autre.

EXEMPLE

Considérons les trois graphes ci-dessous :

el

Les trois graphes ont le méme ord@®, le méme nombre d’arété9) et les sommets des trois graphes sont
tous de degré 3.

Or dansB il y a deux sous graphes complets d’ordre 3 ce qui n'est pas le casgsographe#\ etC. DoncB
n'est pas isomorpheAetC.

Montrons que les graphdsetC sont isomorphes.

a3 a C1 C3 Cs

as as C2 Ca Cs
Les sommets étant numérotés comme indiqué ci-dessus les deux graphen@melanatrice d’adjacence :

101010
010101

Ma = Mc —

AT 11 01010
010101
1010010

DoncA etC sont isomorphes.
REMARQUES

— Le grapheB estplanaire: on peut le dessiner sans que ses arétes se croisent.

— Le grapheC (ou A) est un graphdiparti : il existe une partition de son enseml8ale sommets en deux
sous-ensembles etY telle que chaque aréte du graphe a une extrémitéXlat$autre dang’.
Ce n’est pas un graphe planaire, il estimpossible de le dessiner sapegjarétes se croisent.

ACTIVITE

Voici un plan de la ville de Kdnigsberg :

c mv\?
[%&m

Est-il possible de se promener en ne passant qu'une seule fois sundtes sept ponts ?

B



http://yallouz.arie.free.fr

THEORIE DES GRAPHES T ES

ACTIVITE 1

\Voici le plan de trois étages d’'un musée. A chaque étage, un visiteur decoampte qu’il peut choisir un
itinéraire passant une seule fois par chaque piéce.

Pour chacun des étages :

Est-il possible de faire le tour de I'étage en passant exactement undaisydar chacune des portes ?

Dans ce cas, ou faut-il placer les portes d’entrée et de sortie de ligbagejue ce parcours reste possible ?

1°" étage

2° étage
1 1
— — — [
—— 1
— — — \
| I
3% étage
1 1
—— 1
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Il CHAINES, CYCLES ; CONNEXITE Te ES

Les graphes sont souvent utilisés pour modéliser des problemes assa&é parcours ou a des successions
d’actions. Pour cela, on introduit la notion de chaine.

1 DEFINITIONS

—

SoitG = (SA) un graphe non orienté. Une chaine est une liste finie et alternée de sorhdietétes, débutan
et finissant par des sommets, telle que chaque aréte est incidente aweoriests qui I'encadrent dans la liste.
Le premier et le dernier élément de la liste sont les extrémités initiale et finale daifec

Si le graphe est simple, on peut définir une chaine par la liste de ses somrdetses arétes.

Lalongueur d'une chainest égale au nombre d'arétes qui la composent.

Une chaine dont toutes les arétes sont distinctes eshadfige simple

Une chaine dont tous les sommets (sauf peut-étre les extrémités) sontglesirunehaine élémentaire
Unechaine est fermés I'origne et I'extrémité finale de la chaine sont confondues.

a r wDn ke

Une chaine fermée est ayclesi elle est composées d’arétes toutes distinctes.

REMARQUE

Les défnitions précédentes, peuvent étre transposées au caamlessgorientés.
On parlera dehaine orienté®u cheminet decycle orientéou circuit.

EXEMPLE =2
Dans le graphe ci-contre :
— La chaine{so; s1;%; S2; S0; SB35 S0, 915 S0; S5; S est une chaine fermée de s st
longueur 10.
— Lachaing(s;; s; S3; S0; S1; S5} est une chaine élémentaire de longueur 5.
— Lachaing(s;; &; %0; S35 S5 S0; S5 S1} est un cycle de longueur 7.
S4 S5

2 CHAINES DE LONGUEUR DONNEE

NOMBRE DE CHAINES

Soit G un graphe eM sa matrice d’adjacence.
Le nombre de chaines de longuajoignant le sommetau sommej est donné par le terme d’indicg de la
matriceM".

DISTANCE

SoitG un graphe ; sk ety sont deux sommets d&, la distance de& ay notéed(x,y), est la longueur d’'une plus
courte chaine dé& reliantx ay.

REMARQUES
— Ladistance d’'un sommet & lui méme est nulle.
— S'il n'existe pas de chaines joignant deux sommaedsy, la distance de ay est infinie.

DIAMETRE

On appelle diametre d’'un graphe la plus grande des distances entreotiemets du graphe.

EXEMPLE
S
010000
101000 % %
: 01 0110 . . : S
SoitM = la matrice d’adjacence du grap@eci-contre
001011
001101
0 00110 S %5
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On obtient les nombres de chaines de longueurs données en calcufaatriess suivantes :

101000 02011 0 20 4 1 1
020110 2 04112 06 2 7 7 2
vz |1 03112 Vi |0 4266 2 wa_ |4 2 16 10 10 1
011321 116 455 1 7 10 16 15 9
011231 11605465 1 7 10 15 16 9
002112 02255 2 2 212 9 91

Il'y a 3 chaines fermées de longueur 2 d'origine le sonszed chaines de longueur 3 entre les sommgtt
Ss et 2 chaines de longueur 4 entre les somrsett ss.

012 3 3 4
1 01 2 2 3
La matrice des distances entre les différents sommef3 es 210112 .
321011
321101
Le diamétre du graphe est 4. 4 3 2 110

3 CONNEXITE

Un grapheG est connexe s'il existe au moins une chaine entre deux sommets quek@que

Autrement dit : Un graphe est connexe si on peut atteindre n'importesgmemet a partir d'un sommet
guelconque en parcourant différentes arétes
ALGORITHME

L'algorithme suivant permet de déterminer tous les sommets qui peuveatt@irdgs a partir d’'un sommet.

SoitG un graphe ex un sommet dé :

Marquer provisoiremeng{ crayor) le sommeix ;

TANT_QUE des sommets sont provisoirement marque&Ke
choisir un sommey provisoirement marque;
marquer provisoirement les sommets adjacents non marqués;
marquer définitivemeng&(I’encre) y;

FIN TANT_QUE

Si tous les sommets sont définitivement marqués alors le graphe est epsimax on a obtenla classe de
connexitédu sommexk.

La figure suivante illustre cet algorithme sur un graphe

S1 S1 S S1
S Sy S So S Sy S So
3 S8 S3 S8 3 S8 S3
[ S7 S S7 4 Sz 4 S7
S Se S5 Se S Se S S6

Le graphe n’est pas connexe, il n’existe pas de chaine entre les sommeEds

®
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4 CYCLE EULERIEN

DEFINITION

Un cycle eulérienrgspectivement une chaine eulériendans un graph& est un cycle espectivement une
chaing contenant chaque aréte Gaune et une seule fois.

THEOREME 1

\ Un graphe connexe admet un cycle eulérien si, et seulement si, tous ses sommets ont un degré pair.

Démonstration

Si le graphe posséde 0 ou 1 sommet, la preuve est triviale, nous supposerons donc que I'ordre du graphe est
supérieur ou égal a 2.

Si le graphe connexe admet un cycle eulérien alors en chaque sommet le cycle eulérien « entrant » dans le
sommet doit « ressortir » et comme les arétes du cycle ne peuvent étre utilisées qu’une fois, chaque sommet est
de degré pair.

Réciproquement :

Soit G un graphe connexe dont tous les sommets sont de degré pair.

CommeG posséde au moins deux sommets, tous les sommeEssoat de degré supérieur ou égal a 2. Ceci
implique gu’il existe au moins un cycle da@s

Formons un cycl€; dansG ( chaine fermée dont toutes les arétes sont distinctes ).
— SiC; contient toutes les arétes du graphe a®@edmet un cycle eulérien et le théoreme est démontré.

— Dans le cas contraire, le sous graphde G défini par les arétes non utilisées @ara tous ses sommets de
degré pair, le cycle contenant un nombre pair d’arétes incidentes pour chaque sommet.

CommeG est connexeld posséde au moins un sommet commun avec le cl&oitx un tel sommet.
Construisons alors, de la méme maniére que précédemment, uilCgytdasH a partir dex;.

En insérant dans le cyclg, a partir du sommex; le cycleCy,0n obtient un cycl€]. Si ce cycle contient
toutes les arétes de, C] est le cycle eulérien cherché.

Sinon, on continue ce processus, qui se terminera car les sommets du@requfiteen nombre fini.

THEOREME 2

Un graphe connexe posséde une chaine eulérienne si, et seulement si, le nombre de sommets de degré impai
estégalaOou 2.
Sile nombre de sommets de degré impair est égal a 2, alors les deux sommets de degré impair sont les|extrémités
de la chaine eulérienne

Démonstration

Soit G un graphe connexe. Sile nombre de sommets de degré impair est nul, alors le@@grhet un cycle
eulérien.

Si le nombre de sommets de degré impair est égal a 2sSais; les deux sommets de degré impair.

Le grapheG’ obtenu en ajoutant I'arétes; au graphés est connexe et tous ses sommets sont de degréair.
admet un cycle eulérien dont I'origine est le somget

Par conséquert contient une chaine eulérienne qui commencs ehse termine es;.
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ALGORITHME

Les démonstrations précédentes permettent de construire une chaine eulérienne dans un graphe connexe don
le nombre de sommets de degré impair est 0 ou 2.

si deux sommets sont de degré impaiors
\ construire une chaine simplayant pour extrémités ces deux sommets ;
FIN SI
si tous les sommets sont de degré paiors
\ construire un cycl€ a partir d'un sommet quelconque ;
FIN SI
marquer les arétes dx
TANT_QUE il reste des arétes non marquéesire
choisir un sommex deC,;
si il existe un cycle d’origine x ne contenant aucune des arétes marquérs
marquer les arétes du cycle d'origire
remplacer dan€ le sommeik par le cycle d’origine;
FIN SI

FIN TANT_QUE

EXEMPLE

Le cycle{s:; s; S5; S7; S3; 45 S2; 1} contient tous les sommets du graphe
G ci-contre.

DoncG est connexe.

Il N’y a que deux sommets de degré impaiet ss.

Il existe une chaine eulérienne commencant d’extrérsijtésss.

ETAPE 1
Les deux sommets sont de degré impair sprmt s;
On construit une chaine simple joignhant ces deux sommets;;

C={s1;%; %% M S5}

ETAPE 2

Le cycle simplecy = {S; s1; S1; S6; S5; 2} ne contient aucune des arétes
de la chain€.

On fusionne la chain€ avec le cyclec; en remplagant le sommest dans

la chalneC par le cyclec;.

C={51,%:%4,51:%:%;%; S S3; M, S}
Il reste encore des arétes non marquées, on recommence |'étape 2

Le cyclec; = {s3; S7; S5; S3} ne contient aucune des arétes de la ch@ine
On fusionne la chain€ avec le cyclec, en remplagant le sommej dans
la chaineC par le cyclec,.

C={s1,%;%;51:%: %% % %57 S, S3; %4, S5}
Toutes les arétes sont marqu&easst une chaine eulérienne.
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Il COLORATION DES SOMMETS D’UN GRAPHE Te ES

La coloration des sommets d’'un graphe est une fonction qui attribue ufeuc@ chaque sommet de telle sorte
gue deux sommets adjacents n’ont pas la méme couleur.

Unek-colorationd’un grapheG est une coloration des sommets@etilisantk couleurs.

REMARQUE

Un sous-graphe establesi ses sommets ne sont reliés par aucune aréte.
Une coloration avek couleurs est donc une partition de I'ensemble des somméts@ums graphes stables.

1 NOMBRE CHROMATIQUE

Le nombre chromatiqueoté x (G) d’'un graphe est le plus petit nombre de couleurs nécessaires potiecolo
les sommets, de sorte que deux sommets adjacents distincts ne soient pas de tanéime

EXEMPLE

Soit E un ensemble de candidats a un exameX ¢ensemble de toutes les épreuves possibles. Tous les
candidats devant passer une éprexiya passe ensemble.

Chaque candidat ne passe qu’une épreuve par jour. Quel est leenorimimum de jours nécessaires pour tous
les candidats passent leurs examens ?

En prenanX comme ensemble de sommets et en tragant une aréte entre les sanamet®rsqu’un candidat

au moins est inscrit aux deux epreuxestx;, le probléme revient a chercher le nombre chromatique du graphe.

CAS PARTICULIERS

1. Pour le graphe compl&, le nombre chromatique est

Démonstration

Comme un sommet donné est adjacent auxl autres sommets, il faut au moingouleurs pour obtenir
une coloration valide d&n.

Avecn couleurs (une pour chaque sommet), on obtient une coloratiéh dex (Kn) = n.

2. Le nombre chromatique d’un cycle est 2 si la longueur de ce cyclegst B8 si la longueur de ce cycle est
impaire.

@ [ @

O O
Cycle pair Cycle impair

2 ENCADREMENT DU NOMBRE CHROMATIQUE

On ne connait pas de formule permettant de déterminer le nombre chromdtigugraphe quelconque. La
plupart du temps, il faut se contenter d’'un encadrement du nombrmalicue.

SoitG est un graphe, on notéG) le plus grand des degrés des sommets alg(&) < d(G) + 1.
Pour tout sous graphé deG: x(H) < x(G).

Démonstration

— Soitd(G) le degré maximum des sommets d’un gragh€onsidérons une liste dd(G) + 1) couleurs.
Chague sommet du graphe est adjacentd#G) sommets au plus, ses voisins utilisent au maxinu{@®)
couleurs, le nombre de couleurs déja utilisées pour colorer ces sommataesférieur ou égal d(G).

Il reste donc au moins une couleur non utilisée dans la liste de couleucdaguelle nous pouvons colorer
le sommexk. Ainsi, x(G) < d(G) + 1.

— SoitH un sous graphe d8. Si une coloration dél nécessité couleurs, il en va au moins de méme pour le

grapheG et x(G) > k.
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3 COLORATION GLOUTONNE

Colorier de facon gloutonne un grap@erevient a colorer les sommets @eles uns aprés les autres avec la
plus petite couleur disponible qui ne soit pas déja celle d'un sommet adjacent.

ALGORITHME DE WELSH ET POWELL

SoitG un graphe d’ordre, I'algorithme de Welsh & Powell consiste a colorer le graphe en visitant les sommets
par ordre de degré décroissant.

X est la liste des sommets triés par ordre de degré décrois€anst la liste des couleurs utilisées ;
POUR_CHAQUE sommet xc X FAIRE
POUR_CHAQUE couleur ¢ de la liste C dans I'ordre de créatiomire
\ si le sommet x n'est adjacent a aucun sommet colorié pamogs X est colorié avec la coulewry
FIN POUR_CHAQUE
si le sommet x n'est pas coloriors
on ajoute une nouvelle couledrala listeC des couleurs;
le sommeik est colorié avec la couleatf;
FIN SI
FIN POUR_CHAQUE

EXEMPLE

On dresse la list&X des sommets rangés par ordre de degré décroissants7>
1

X={s1,%;%;%;%;S;S7; S} S

(o)

(@)
AN
& &

La listeC des couleurs utilisées est viGe= {2}

ETAPE 1 s
Le sommesg; n'est pas colorié.
On ajoute la couleut; a la liste des couleuG = {c;}

S1
On attibue la couleut; au sommesg; 58>
C>

@)
&0

& @
Q
@)
le)
& & &

ETAPE 2
Le sommesg, n'est pas adjacent au somnsgtil recoit la couleurc;

ETAPE 3 70O
Le sommes; est adjacent au somma&t il ne recoit pas la couleur
On ajoute la couleur; a la liste des couleu® = {cy;c,} —O—0
On attibue la couleur, au sommes, % s
ETAPE 4
Le sommets; est adjacent aux sommeds et s, il ne peut recevoir les ¥ 6
couleursc; oucy o 0
On ajoute la couleue; a la liste des couleuG = {c;; cy;c3} St 2 3 S
On attibue la couleutz au sommes; e %
S7 Se
ETAPES 5-6-7-8
< . 0O (I
A chaque passage, les somm&{sss, S7, S peuvent recevoir la couleap e 14 5 S
S8 s

L'algorithme donne une coloration avec 3 couleurs alors que deux ceudatiisent

S7 S

$0O
$Q
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IV PLUS COURT CHEMIN

La recherche du meilleur itinéraire que ce soit en distance, en temps oltatiwoo point a un autre peut étre
modeélisée par la recherche du plus court chemin dans un graphe.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la recherche d’'un pluscbeuanin dans un graphe entre deux sommets
donnés.

1 GRAPHE PONDERE

On appellegraphe pondéréun graphe (orienté ou non) dont les arétes ont été affectées dimbre@ppelé
poids (ou codt).

Par analogie avec la matrice d'adjacence, on peut définir la matrice desR@id) du graphe, dont les
coefficientss; ; correspondent aux poids des arétes (ou des arcs dans le casaphe grienté) :

0 sii=]
g j=q oo s’iln'existe pas d’'arétes (ou d’'arc) entre les somnxgt X;
pij oupj estle poids de I'aréte (ou de I'arc) entre les sommgd X

On utilise le symboleo pour indiquer qu'il n'y a pas d'arétes entre deux sommets.

EXEMPLE
8 Les sommets du graphe étant rangés dans 'ordre
A > B alphabétique :
[
3 7 & © 0 8 o o0 3 o
7 0 2 oo oo 10
1) 6 2 p_ o 6 0 3 o ™
11 =
a2 11 o0 co 0 oo 3
7 o 4 oo 12 0
° < ¥ © oo 1 oo 11 0
D 3 C

2 LONGUEUR D’UN CHEMIN

SoitC(x,y) un chemin (ou une chaine) dans un graphe pon@é&té sommek vers le sommey. La longueul
de ce chemin est égale a la somme des poids de chacun arcs ( ou de clescarées) qui le constituent.

REMARQUE

Cette définition généralise la définition de la longueur d’une chaine dansapheynon pondéré, il suffit
d’attribuer un poids égal a 1 a chaque aréte du graphe.

Dans I'exemple précédent, la longueur du chekiitBF est 17.

Si on souhaite déterminer le plus court chemin du sommet A au sommet F, oagseyer d’énumérer tous
les chemin#ABF, AEBF, AEDF, ABCDF, AEBCDF et calculer leurs longueurs. Mais avec un graphe de taille
plus importante, ceci risque de devenir rapidement impossible.

Pour résoudre ce probléme, on fait appel a des algorithmes.

En terminale ES, on n’étudie que le cas particulier ou les poids de tous lesoataies réels positifs.
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3 ALGORITHME DE DIJKSTRA

E. W. Dijkstra (1930-2002) a proposé en 1959 un algorithme qui perenealduler le plus court chemin entre
un sommet particulier et tous les autres dans un graphe pondéré dolatstpogds sont positifs.

L’'algorithme comporte une phase d'initialisation. A chaque sommet on attribymidis qui vaut O pour le
sommet de départ et infini pour les autres sommets.

Le traitement de I'algorithme consiste a examiner les sommets les uns aprés éssedudrsélectionner le
sommetix auquel on a affecté la plus petite distance du sommet de départ jusqu’a

On recommence tant gu'il reste des sommets a sélectionner.

SoitG un grapheconnexalont les arétes sont pondérées par des nonparssfs
Notations :

— Slaliste des sommets du graphesdée sommet du graphe a partir duquel on veut déterminer les plus courts
chemins aux autres sommets.

— I(x,y) le poids de I'aréte entre deux sommetsty

— &(X) la longueur d’un chemin du sommetau sommexk

— V7T (x) laliste des successeurs du sommet

— p(x) le prédécesseur du somnxet

— X liste des sommets restant a traiter.

— E liste des sommets déja traités.

INITIALISATION :
POUR_CHAQUE X € S FAIRE Og(X) = 00;
Poserds(s) = 0;

X=S
E=0;
TRAITEMENT :

TANT_QUE X # & FAIRE
Choisir dansX le sommet avecds(x) minimum;
Retirerx dansX et I'ajouter aE;
POUR_CHAQUE Y € VT (X) N X FAIRE // on examine tous les successeurs @ei ne sont pas traités
st &(y) > Os(X) +1(X,y) ALORS
poserds(y) = ds(X) +1(xy);
p(y) =x;
FIN SI
FIN POUR_CHAQUE
FIN TANT_QUE
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EXEMPLE

Considérons le graphe suivant :

A

11

THEORIE DES GRAPHES T ES

N

Y o

A

11

D

-
N

3

C

On souhaite déterminer le plus court chemin du sommet A au sommet F.

AlB | CI DD E]F | s
0| o 00 00 00 00 A(0)
8(A) | o0 oo | 3A)] o E(3)
7(E) | oo | 15(E) 00 B(7)
9(B) | 15(E) 17(B) | C(9)
12(C) 17(B) | D(12)
15(D) | F(15)

Initialisation ;
0(A) = 0 Aest sélectionné.

B etE sont les successeursA@ui ne sont pas traités ;
0+8 < oodoncd(B) =8etp(B) =A;

0+3 < oodoncd(E)=3etp(E)=A;

Omin = 3, Le sommetE est sélectionné.

B et D sont les successeurs @e qui ne sont pas
traités;

3+4<8doncd(B)=7etp(B)=E;

3+12< oo doncd(D) =15etp(D) =E;

Omin = 7, Le sommeB est sélectionné.

C etF sontles successeursBe@ui ne sont pas traités ;
9+2 < codoncd(C) =9 etp(C) =B;

9+10< oo doncd(F) =10 etp(F) =B;

Omin = 9, Le somme€ est sélectionné.

D est le successeur @=qui n'est pas traité ;

9+ 3 < 15doncd(D) =12 etp(D) =C;

Omin = 12, Le sommeD est sélectionné.

F est le successeur dequi n'est pas traité ;

12+3 <17 doncd(F) =15etp(F) =D;

Le sommef est le dernier sommet traité.

sommets.

— L'algorithme de Dijkstra fournit les longueurs des plus courts cheminsodureet origine aux différent

— Pour déterminer le plus court chemin du sommet origine a un somyniletuffit de remonter la liste de
prédécesseurs en partantde

(7]

?S

Ainsi, le plus court chemin de A a F est un chemin de longueur 15.
CommeF <— D «— C+— B<+— E +— Aonobtient que le plus courtcheminde AaFest AEBCDF.
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EXERCICE 1

Pour chacune des listes suivantes, déterminer s'il existe un graphe sidmpédtant cette liste pour liste des
degrés des sommets. S'il existe un tel graphe, le dessiner, sinon exjplauguoi.

1. (2,3,3,4,4,5)
2. (1,1,1,3)

3. (1,1,2,4,4)

4. (2,3,3,4,5.6,7)
EXERCICE 2

Quel est le nombre d’arétes du graphe sin(pk la liste des degrés des sommets(82,3,3,4) ?

EXERCICE 3

Dans un graphe simple d’ordre quel est le nombre maximal d’'arétes ?

EXERCICE 4

Que penser des deux propositions suivantes ?

1. « Dans une réunion il y a toujours deux personnes qui connaleseiéme nombre de personnes présentes
a cette réunion » ?

2. «Dans une réunion il y a toujours deux personnes qui saluent le mé@&miere de personnes présentes a
cette réunion » ?

EXERCICE 5

Un graphe est planaire» si on peut le dessiner dans le plan sans que deux arétes se croisent.

Les graphes suivants sont-ils planaires ?

v

Gl Gz G3 G4

EXERCICE 6
Trouver deux graphes d’ordre 5 qui ne sont pas isomorphes etefodegrés des sommets sont donnés par la
liste (1,2,2,2,3).

EXERCICE 7

Les graphes simples suivants sont-ils isomorphes ?
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2 et
C D
3 et
E F
EXERCICE 8

Le calendrier d’un tournoi opposant 20 équipes doit étre aménageé.

Les rencontres qui doivent encore étre jouées sont représentées par le graphe ci-dessous.

Une aréte entre les sommdset E; signifie que les deux équip&s et E; doivent jouer un match.

Plusieurs matchs peuvent avoir lieu le méme jour.

Combien de journées au minimum faut-il pour terminer le tournoi? Proposer un calendrier des différentes
rencontres.

Ei7

Ei2
A
14

Ee
E11
3 >< E ‘
A\
N\

E3 \ / E16
Es
\ >
O OEz /
‘x’ ’
Eis
Eio0
Es Eg
EXERCICE 9 a

On considére le graphe ci-contre :

1. Combien de chaines simples de longueur 5 posséde-t-il ?

2. Combien de cycles possede-t-il ?

3. Dénombrer toutes les chaines élémentaires ayant pour extrérettés
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EXERCICE 10
On considére des dominos dont les faces sont numérotées 0, 1, 2, 3 ou 4.

1. a) En excluant les dominos doubles, de combien de dominos dispose-t-on ?

b) Montrez que I'on peut arranger ces dominos de facon a former une boucle fermée (en utilisant la regle
habituelle de contact entre les dominos).

¢) Pourguoi n’est-il pas nécessaire de considérer les dominos doubles ?

2. Avec des dominos dont les faces sont numeérotées de 8si-il toujours possible de les arranger de facon
a former une boucle fermée ?

EXERCICE 11

Pour chacun des graphes suivants, existe-t-il un cycle eulérien haimeeulérienne ?

Graphe G Graphe H Graphe |

EXERCICE 12

Dans un graphe connexg, une chaine hamiltonienne est une chaine qui passe par chaque som@&et de
exactement une fois. Si cette chaine est un cycle on dira que c’est un cycle hamiltonien.

La recherche d’une chaine hamiltonienne est la modélisation du probléme du voyageur de commerce (trouver
un chemin incluant chaque ville de sa tournée une et une seule fois)

1. Vérifier que le graphe ci-dessous posséde au moins un cycle hamiltonien.

2. Dans chacun des cas suivants, dessiner un gr@agbanexe d’ordre au moins 5 tel que :
a) G posséde a la fois un cycle hamiltonien et un cycle eulérien.
b) G possede un cycle hamiltonien et pas de cycle eulérien.
¢) G posséde un cycle eulérien et pas de chaine hamiltonienne.
d) G n’admet ni chaine eulérienne ni chaine hamiltonienne
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EXERCICE 13

Est-il possible d’avoir un graphe qui posséde un cycle eulérien si la éstdebrés des sommets @6,4,2,2,2,2) ?

EXERCICE 14

Un grapheG est biparti s'il existe une partition de son ensemBlde sommets en deux sous-ensemiletY
telle que chaque aréte @a une extrémité dans et I'autre dan¥.
Parmi les graphes suivants lesquels sont bipartis ?

Q O Q 0) O O O )
O O (e} O O O e} O
Graphe G Graphe H Graphe | Graphe J

EXERCICE 15

On considére le graptié ci-dessous. On notg son nombre chromatique.

vy]

(@]
©

w)

1. Donner un encadrement du nombre chromatique.
2. Donner une coloration de ce graphe.
3. En déduire la valeur du nombre chromatiquesde

EXERCICE 16

On considére le grapti@ ci-dessous. On notg son nombre chromatique.
S S8

‘g
« IS4

S7
1. Donner un encadrement du nombre chromatique.

2. En utilisant I'algorithme de Welsh & Powell, donner une coloration de ce graphe.
3. Peut-on en déduire la valeur du hombre chromatiqué @de
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EXERCICE 17

Un examen comporte outre les matiéres communes, huit matieres optionnelles.

Les options suivies par les 22 groupes d’étudiants sont donnéetedabteau suivant (une croix indique que
le groupe d’étudiant&, suit I'option Oy).

Gy |Gy | G3 |Gy |Gs|Gg| G| Gg | Gy |Gio|Gr1|Gio|Giz|Gia|Gis|Gie| Gi7| Gig | Gig | Goo | Go1 | G22

O1 | x X X X X X

(o)} X X X X X X

O3 X X X X X X X

Oy | x X X X X

Os X X X X X

Os X X X X X X X

Oy X X X X

Og X X X X

Une épreuve occupe une demi-journée. Comment organiser les épars/enatieres optionnelles de facon
gu’'aucun étudiant n'ait a passer deux épreuves en méme temps etraghe slurée miminale ?

EXERCICE 18

1. Comment colorier cette carte de telle maniére que deux régions frontaliénésles couleurs différentes.
Combien de couleurs au minimum faut-il prévoir ?

X

2. On s’intéresse aux frontiéres séparant ces régions.

Peut-on visiter toutes ces régions en franchissant une et une seutth&misne des frontiéres? Si oui,
proposer un parcours possible.

EXERCICE 19 (D’'aprés sujet bac Polynésie 2006

Une compagnie aérienne propose des vols directs entre certaines wtiess i\, B, C, D, E, F et G. Cela
conduit au graph suivant, dont les sommets sont les villes et les arétes représentent lessleésznnes :
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1. Le graphe? est-il complet ? Quel est I'ordre dé?

2. a) Sur les cartes d’'embarquement, la compagnie attribue a chaquerté@rapcouleur, de sorte que deux
aéroports liés par un vol direct aient des couleurs différentes.

Proposer un coloriage adapté a cette condition.
b) Que peut-on en déduire sur le nombre chromatiqué @de
3. a) Quelle est la nature du sous graphe formé par les sommets A, B, CetD?

b) Quel estle nombre minimal de couleurs que la compagnie doit utiliser pavojp@ttribuer une couleur
a chaque aéroport en respectant les conditions du 2. ?

4. a) En considérant les sommets dans I'ordre alphabétique, constrmiatriaeM associée & .

b) Ondonne:
6945 9924 8764 8764 9358 3766 5A86

9924 14345 12636 12636 13390 5486 8310
8764 12636 11178 11177 11807 4829 7369
M8=|8764 12636 11177 11178 11807 4829 7369
9358 13390 11807 11807 12634 5095 78§07
3766 5486 4829 4829 5095 2116 31B1
5786 8310 7369 7369 7807 3181 4§90

Combien y a-t-il de chemins de longueurs 8 quirelientBa D ?

5. a) Pourquoi est-il impossible pour un voyageur de construire unainegyui utilise chaque liaison aérienne
une et une seule fois ?

b) Montrer qu'il est possible de construire un tel itinéraire en ajouta@senle liaison qui n’existe pas déja
et que I'on précisera.

EXERCICE 20 (D’aprés sujet bac France Métropolitaine, La Réunion Septembre 2007
PARTIE |

Le graphe suivant représente le plan d’'une ville. Les arétes dugraphésentent ses avenues commercantes
et les sommets du graphe les carrefours de ces avenues.

A B

E F
1. Donner 'ordre de ce graphe, puis le degré de chacun de ses sommets

2. Un piéton peut-il parcourir toutes ces avenues sans emprunter pusisda méme avenue ? Justifier votre
réponse.
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PARTIE Il

Dans le graphe suivant, on a indiqué le sens de circulation dans legndiffiéravenues.

A B

1. Ecrire la matricVl associée a ce graphe. (On rangera les sommets dans I'ordre alphabétiqu
2. a) Quel est le nombre de trajets de longueur 2 reliantD a B ?
b) Comment pourrait-on obtenir ce résultat uniquement par le calcul a gatarmatriceM ?

EXERCICE 21 (D’aprés sujet bac Amérique du Nord 2007

PREMIERE PARTIE : Etude d’'un graphe

On considére le graphe ci-dessus.

1. a) Ce graphe est-il connexe ?

b) Déterminer le degré de chacun des sommets.
On pourra donner le résultat sous forme de tableau.

c¢) Justifier I'existence d’une chaine eulérienne.
2. a) Déterminer un encadrement du nombre chromatique de ce graphe.
b) Montrer que ce nombre chromatique est égal a 3.

DEUXIEME PARTIE : Visite d'un musée

Boutique A B

Accueil =]
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Voici le plan d’'un musée : les parties grisées matérialisent les portes etitesrggpartent de I'accueil, visitent
le musée et doivent terminer leur visite a la boutique.

1.
2.

Représenter la situation a I'aide d’un graphe en précisant ce gquésespent arétes et sommets.

a) Pourquoi est-il possible de trouver un circuit ou les visiteursepasme fois et une seule par toutes les
portes ?

b) Donner un exemple d’'un tel circuit.

. Comment colorier les salles y compris I'accueil et la boutique, en utilisarminimum de couleurs, pour

gue deux salles qui communiquent par une porte aient des couleursuliég ?

EXERCICE 22 (D'aprés sujet bac Antilles-Guyanne 2009

On considére le graptig suivant :

& ®

® ©

. Le graphe# est-il connexe ? Expliquer la réponse.

2. Le graphe&Z admet-il des chaines eulériennes ? Si oui, en préciser une.

. On donneMs =

. Justifier la non-existence d’un cycle eulérien pour le gr&ph@uelle aréte peut-on alors ajouter a ce graphe

pour obtenir un graphe contenant un cycle eulérien ?

. Déterminer un encadrement du nombre chromatique du gtéphestifier la réponse.
. Déterminer alors ce nombre chromatique, en explicitant clairement la déearc
. Déterminer la matric®l associée a ce graphe (les sommets sont pris dans I'ordre alphabétique).

4 10 8 10 6
10 6 11 6 11 1
8 11 8 11 11
10 6 11 6 11 1
6 11 11 11 8

5 10 6 10 8

Déterminer le nombre de chaines de longueur 3 partant du sommet A et shoudis sommet F. Citer alors
toutes ces chaines.

EXERCICE 23

Le graphe ci-dessous indique les différentes liaisons entre plusieuxs liedong de chaque aréte figure la
distance en kilométres séparant les différents lieux.
En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus court chemin possiblalfute A a L.
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@@ DD

2 8 3 5 1 3 2
=\ N\ e
(E 6 G, 3 G 10 \H>
1 4 2 6 8 9 3

(D—-=: J @—3 L

EXERCICE 24
Exécuter I'algorithme de Dijkstra sur le graphe suivant, a partir du somnpeiis-a partir du sommet A.
A

> 9

EXERCICE 25

Sur la carte ci-dessous, sont représentés sept pays avec |etiésé®

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes. Toutes les réponsast dne justifiées.

1. Ons'intéresse aux frontieéres séparant ces pays :
a) Traduire cette carte par un graphe dont les sommets sont les paysledaque aréte représente une
frontiere entre deux pays.
b) On appelleM la matrice associée a ce graphe, les sommets étant pris dans I'ordre ttpfabé
Une des trois matriceR, Sou T est la matricéM®. Sans calculs, indiquer quelle est la matfi¢é
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P W w NN D

1

c) Est-il possible,
frontieres ?

P P W N BRADN

3

N O NN WDNNDN

N NN O N W W
P A NN PFP ®

2

P NMNERP NO R B
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i\ 8 12 9 12
3 12 8 9 12
2 9 9 6 11
2| S=|12 12 11 12
2 7 11 6 12
1 4 4 4 4
4 11 7 6 12

|_\
H
A N b

6 6
6 2
10 6

N N W EFEL N D

2

N P WD B~

3

R NN W NN

2

N W o N WDN

3

N A WON PP W

2

Te ES

W NN PP DN PP

N

QNN WN W e

dans tous les cas, de se rendre d'un pays a uneautr@chissant exactement trois

d) Est-il possible de visiter tous les pays en franchissant une et uleefgisLchacune des frontiéres ?

une frontiere commune aient des couleurs différentes.

Proposer une coloration de la carte (ou du graphe) avec le minimunutkeicoafin que deux pays qui ont

. Une personne désire se rendre en train d’'une ville située dans lApayse autre ville du pays F. Le

graphe pondéré ci-dessous donne, en heures, les durées nmogenri@isons ferroviaires existantes entre
les différents pays en tenant compte des temps d’attente entre deuyoadasces.

A

3

4
1
3
2
D

3

=
——

B
3
E
2
El/

En précisant la méthode utilisée, déterminer le trajet le plus court que cettmperdevra utiliser pour son
voyage. Combien de temps faut-il prévoir pour effectuer ce trajet ?

EXERCICE 26

Dans le graphe ci-dessous, les sommets représentent différentesleadsidence ou d’'activités d'un quartier.
Une aréte reliant deux de ces sommets indique I'existence d'une voieed @imcipale entre deux lieux
correspondants.

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes. Toutes les réponsestddre justifiées.

1. La municipalité décide de planter des arbres dans chaque zone, desndaceegue dans deux zones, reliées
entre elles par une voie d'accés principale les espéces plantées sassende différente. Pour des raisons
d’entretien, il est préférable que le nombre d'essences plantées ghis Ipetit possible.

On noteV le nombre de variétés d’arbres qu'il faut utiliser.
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a) Donner un encadrementde
b) Quel nombre minimal d’essences différentes faudra-t-il planter ?

2. Pour sa campagne électorale, un candidat souhaite parcourir tasiteside d’acces principales de ce
guartier sans emprunter plusieurs fois la méme voie.

a) Montrer qu’un tel parcours est possible.

b) Un tel parcours est-il possible pour ce candidat en partant dersepence électorale située Bf? si
oui le donner, sinon proposer un parcours possible en partanadioe endroit.

3. Un candidat aux élections municipales se trouve dans sa permanegeeesizon® quand on lui rappelle
gu'il a un rendez-vous avec le responsable de I'hopital situé entdone

a) Quel est le nombre minimal de voies d’accés principales que ce caddidatemprunter pour arriver a
son rendez-vous ?

b) Le graphe pondéré ci-dessous donne, en minutes, les duréesnesydss trajets existants entre les
différents lieux :
F 7 /'E'\ 11 E

Sﬁ( e
$— o

En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus court chemin que ce @iadeltla emprunter pour
arriver & son rendez-vous.

Combien de temps faut-il prévoir pour effectuer ce trajet ?

EXERCICE 27 (D’aprés sujet bac Centres étrangers 2007

Les partiesA et B sont indépendantes
L'objet d’étude est le réseau des égouts d'une ville. Ce réseau edlis®ogar le graphe ci-dessous : les
sommets représentent les stations et les arétes, les canalisations.

PARTIE A

1. Ce graphe admet-il une chaine eulérienne ?
2. Justifier que le nombre chromatique de ce graphe est compris entre 4 et 6

PARTIE B
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A D
9
8
S
4
5
E 2 3 5
6 8 8
7
G
4
5
B C

Le graphe pondéré ci-dessus donne, en minutes, les durées desiisfeist entre les différentes stations du
réseau des égouts.

1. Un ouvrier doit se rendre par ce réseau de la station E a la station $midéte en utilisant un algorithme,
le trajet le plus rapide pour aller de E & S et préciser sa durée.
2. Ayant choisi le trajet le plus rapide, I'ouvrier arrivant en C, apgrgue les canalisations CG et CS sont
fermées pour cause de travaux et qu'’il ne peut les utiliser.
a) Comment peut-il terminer, au plus vite, son trajet jusqu’'a S? Combien de terpget entre E et S
prendra-t-il dans ce cas ?
b) S'il avait su dés le départ que les canalisations CG et CS étaient imptasicquel trajet aurait choisi
I'ouvrier pour se rendre, au plus vite de E a S ? Combien de temps ce tragétibpris ?

EXERCICE 28 (D'aprés sujet bac Amérique du Sud 2006

1. A l'occasion de la coupe du monde de football 2006 en Allemagne, wecagouristique organise des
voyages en car a travers les différentes villes ou se joueront les matctesédjuipe nationale. Les routes
empruntées par les cars sont représentées par le graphe ci-desdong de chaque aréte figure la distance
en kilométres séparant les villes.

Leslettres B, D, F, H, K, M, N et S représentent les villes Berlin, Dortmnah&ort, Hambourg, Kaiserslautern,
Munich, Nuremberg et Stuttgart.

En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus court chemin possiblaleude Kaiserslautern a
Berlin en utilisant les cars de cette agence.

2. Pour des raisons de sécurité, les supporters de certaines éaqtipaalas participant a la coupe du monde
de football en 2006 ne peuvent étre logés dans le méme hébtel.
L'objectif de cette question consiste a rechercher une répartition desrers afin d’utiliser le minimum
d’hétels.
On donne ci-dessous le graphe d’incompatibilité entre les supportersfélenies équipes : par exemple,
un supporter de I'équipe A ne peut étre logé avec un supporter deg&gu
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a) Déterminer le nombre chromatique de ce graphe en justifiant la valeué&ouv

b) Proposer une répartition des supporters par hétel en utilisant urreonitimum d’hétels.

EXERCICE 29

Sur le graphe ci-contre, les sept sommets A, B, C, D, E, FetG
correspondent a sept villes.

Une aréte reliant deux de ces sommets indique l'existence
d’une liaison entre les deux villes correspondantes.

(D’aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2007

G

Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1. Est-il possible de trouver un trajet, utilisant les liaisons existantes, qui’pae des sept villes et y revient
en passant une fois et une seule fois par toutes les autres villes ?

2. On note M la matrice associée au graphe ci-dessus. Les sommets g@stsaivant I'ordre alphabétique.

0

On donnevi® =

A O P OO N

2

7
2
1

10
9
1
5

6

w O 0 o O

1
10

N kN o©

5

0

w OO O —» 00 ©

4

O OO N O B

N

A

DN W o W o

Donner le nombre de chemins de longueur 3 qui relient le sommet A au sommet F.

Les citer tous. Aucune justification n'est demandée.
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On donne ci-dessous et sur le graphe ci-contre les distances

exprimées en centaines de kilométres entre deux villes pour 5

lesquelles il existe une liaison :
AB:5;AC:7;
BD:8;BE:15; 6 15 10
BG:6;CD:10; G 10 \ D
CE:15;DF: 20;
DG:10;EF:5; 207115

Un représentant de commerce souhaite aller de la ville A a la ville F.

En expliquant la méthode utilisée, déterminer le trajet qu'’il doit suivre paarlg distance parcourue soit
la plus courte possible et donner cette distance.

EXERCICE 30 (D’aprés sujet bac Polynésie 2008

Une grande ville a mis en place un systéme de location de bicyclettes en libieesemr abonné peut ainsi
louer une bicyclette dans une station puis la déposer dans n’'importe quetia d@son choix.

La ville compte sept stations de location nommeées A, B, C, D, E, F et G.

Les stations sont reliées entre elles par une piste cyclable et les tempsaépan minutes sont indiqués sur
le graphe ci-dessous.

10

9

18

7 14 15
11
E 5 D
13 \
8 5
o 18 o
F G

1. Philippe cycliste trés prudent, décide de visiter cette ville en n'emprunt@ndes pistes cyclables.

a) A-t-il la possibilité d’effectuer un parcours empruntant une fois etseule toutes les pistes cyclables ?
Justifier la réponse.

b) A lafin de ce parcours, pourra-t-il rendre sa bicyclette dans la stagiaiépart ? Justifier la réponse.
2. On appelleM la matrice associée a ce graphe. On donne deux mahtie¢¥ :

4 9 85 5 9 2 4 9 84 5 9 1
9 6 10 7 10 6 4 9 6 10 6 10 6 4
8 10 85 10 9 4 8 10 8 4 10 9 4
N=|5 7 52 8 4 5etT=(5 7 52 8 45
510 10 8 6 11 2 5 8 10 8 6 11 0
9 6 9 4 11 4 6 9 6 9 4 11 4 6
2 4 45 2 6 ¢ 1 4 45 0 6 ¢
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a) Une des deux matricésou T est la matricevi®.
Sans calculs, indiquer quelle est la matfid& en justifiant la réponse.

b) Philippe a loué une bicyclette a la station F et I'a rendue a la station E. As dewon déplacement, il
est passé exactement deux fois devant une station.
Combien de trajets différents a-t-il pu suivre ? Expliquer.

3. Lelendemain, il envisage de rejoindre le plus rapidement possible la SBatarpartant de la station A.
A l'aide d’un algorithme, déterminer un tel parcours et donner alors le tex@psssaire pour I'effectuer.
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EXERCICE 1

Un opérateur de téléphonie mobile propose a ses abonnés deux forfaits :

— une formule A qui donne droit a deux heures de communication mensuelle;;

— une formule B qui donne droit a un nombre illimité de communications mensuelles.
On admet que d’'une année sur l'autre, le nombre de clients de cet apérsitstable et que :
— 20% des clients ayant choisi la formule B changent de formule ;

— 30% des clients ayant choisi la formule A changent de formule.

En 2008, 80% des clients de cet opérateur étaient abonnés a la formule A.

1. Représenter les données précédentes par un graphe prob&bisssommets A et B et donner sa matrice
de transition.
2. Pour un entier naturel donné, on not@&, = (an bn> avecan+ b, =1, la matrice ligne décrivant I'état

probabiliste lors de I'année 2088n. L'état probabiliste initial est done, = (0,8 0,2>.

a) Calculer la probabilité gu’un client soit abonné a la formule A en 2009.

b) Montrer que, pour tout entier naturgla,, 1 = 0,5a, +0,2.
3. On pose pour tout entiex u, = a, — 0,4.

a) Démontrer que la suit@,) est une suite géométrique de raison 0,5.
b) Exprimeru, en fonction den et en déduire que, pour tout entier naturela, = 0,4 x (1+0,5")
c) Déduire de ce qui précéde, la limite de la sy#g). Donner une interprétation concréete de ce résultat.

d) A partir de quelle année, la probabilité qu’un client soit abonné a la flerdisera-t-elle inférieure a
0,4017?

EXERCICE 2

Un industriel produit une boisson conditionnée sous deux emballagestisgtiet B.

Une étude effectuée aupres des consommateurs a permis d’'établir quead&sur I'autre, 84% des consommateurs
restent fidéles au conditionnementontre 76% pour le conditionnemeit

Au moment de I'étude, les consommations des deux conditionnements soist égale

Pour tout entier naturel, on notea, la probabilité qu’'un consommateur choisisse le conditionnerAdat

n-ieme mois apres 'étude Bt = (an bn) la matrice ligne décrivant I'état probabiliste le n-i@me mois apres

rétude. Ainsi,Py = (0,5 0,5).

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sorinetE
2. a) Ecrire la matrice de transitidvi de ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets.

b) Montrer que la matrice ligni est égale é<0,564 Q436>.

3. SoitP = (a b) la matrice correspondant a I'état stable, c’est a dire telleRygeP x M . Déterminer les
réelsaeth. Interpréter ce résultat.

4. Alaide de la relatiorP,1 = P, x M, démontrer que, pour tout entier natuneh,,, 1 = 0,6a, + 0,24.

5. On consideére la suit@l,) définie pour tout entier natura| paru, = a, — 0,6.
a) Démontrer que la suitgl,) est une suite géométrique de raisob.0
b) Exprimeru, en fonction den et en déduire qua, = —0,1 x 0,6"+0,6.

c) A partir de combien de mois aprés I'étude, la probabilité qu’un consomnedteisisse le conditionnement
A est-elle supérieure 3805 ?
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EXERCICE 3

Un industriel décide de mettre sur le marché un nouveau produit. Afin deganeoir celui-ci, il souhaite lancer
une campagne hebdomadaire de publicité.
Avant le lancement de cette campagne, on contrfle I'impact de cette cangugayee d’un panel de consommateurs.
On trouve ceux qui ont une opinion favoralile), ceux qui sont neutre@N) et ceux qui ont une opinion
négative(R). On a constaté que d’'une semaine sur l'autre :
— 28% des consommateurs ayant un avis favorable adoptent une positioa et 10% une opinion négative ;
— Parmi les consommateurs ayant une opinion neutre, 32% émettent urvavébfa et 10% un avis négatif ;
— 70% des consommateurs ayant un avis négatif ne changent pas diogtinié? adoptent un avis favorable.
1. Représenter la situation par un graphe probabiliste de sorkimitet R.

0,28 01
2. On noteM la matrice de transition associée a ce graphe. Completer| 0,32 ... 0.1

0,7
3. Lindustriel décide de lancer la campagne publicitaire.
Pour tout entier naturel, I'état probabiliste de la semainest défini par la matrice ligrig, = (an b, cn>

, OU a, désigne la probabilité qu’'un consommateur touché par la campagne so@bfevau produit la
semainen, b, la probabilité que ce consommateur soit neutre la senmmaiekc, la probabilité que ce
consommateur ait une opinion négative de ce produit la semaine

La semaine du début de la campagne est notée semaine (RGn (ao 1 0).

a) Montrer que I'état probabiliste une semaine aprés le début de la caengstin= (0,32 058 0,1).
b) Déterminer I'état probabilistis. Interpréter ce résultat.
c) SoitP = (a b 0,25), la matrice ligne de I'état probabiliste stable du systeme. Déterraiath.

d) En ne prenant en compte que les opinions favorables, combien de eerdaurait durer la campagne
publicitaire ?

EXERCICE 4 (D’apres sujet bac Amérigue du Nord 2010

Pendant ses vacances d'été, Alex a la possibilité d’aller se baigner sojosite. S’il va se baigner un jour, la

probabilité qu'il aille se baigner le lendemain est de 0,7. S'il ne va pas sadyaim jour, la probabilité qu'il

aille se baigner le lendemain est de 0,9. Le premier jour de ses vacancesaAle baigner.

n étant un entier naturel non nul, on note :

— ap la probabilité qu’Alex n’aille pas se baignerrteiéme jour.

— by, la probabilité qu’Alex aille se baigner keiéme jour.

- PB= (an bn) la matrice ligne traduisant I'état probabilistertééme jour. On a don;, = (O 1)

1. a) Représenter la situation par un graphe probabiliste de sommets A eepréBentant |'état « Alex va se
baigner »).

01 ...
b) SoitM la matrice de transition associée a ce graphe. Recopier et com‘pllé-te( ’ 0 7)

2. CalculerPs, Pig et Pyp. Quelle conjecture peut-on faire ?

3. a) Montrer que pour tout entiamon nul,b,, 1 = 0,9a,+ 0,7b,.
b) En déduire queb,,1 = —0,2b,+0,9.

4. On consideére la suitedéfinie pour tout entiem non nul pam, = b, — 0,75.
a) Montrer queu est une suite géométrigue de raisef,2 ; on précisera son premier terme.
b) Déterminer la limite de la suite

¢) Endéduire lim by.
n—+o00
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5. On suppose dans cette question que le premier jour de ses vacdeza® ¥a pas se baigner.
Quelle est la probabilité qu'il aille se baigner le226ur de ses vacances ?

EXERCICE 5 (D’aprés sujet bac Antilles-Guyane 2010

M. et MM Martin, qui habitent une grand ville, aiment beaucoup voyager. llsgiév toujours de partir
pendant I'été, soit a I'étranger, soit de visiter une région en France.

S’ils sont restés en France une année donnée, la probabilité qu'ilatgal&ranger I'année suivante estde 0,4.
Par contre, s'ils sont partis a I'étranger une année donnée, la fitthgt'ils retournent a I'étranger I'années
suivante est de 0,7.

En été 2009, ce couple est parti a I'étranger.

Pour tout entier naturel, on noteR, la matrice Iigne(an bn) traduisant I'état probabiliste I'anné2009+n),
ou a, désigne la probabilité que ce couple soit resté en France I'a@@®9+ n) et b, la probabilité que ce
couple soit parti & I'étranger 'anngé2009+ n).

PARTIE A

1. a) Traduire les données par un graphe probabiliste dont les sommuetsremés- et E (F pour France et
E pour étranger).
b) En déduire la matrice de transition en prenant tout d’abBopdisE pour I'ordre des sommets. On notera
M cette matrice.

2. a) DonneiRy, I'état probabiliste initial, I'année 2009.

: 0,48 052 0,444 Q556 0,4332 (05668
b) On donne les résultats suivankg? = 9 M3 = g ‘M= 9 .
0,39 061 0,417 Q583 0,4251 05749
En choisissant la bonne matrice, calcutgrEn déduire la probabilité que ce couple parte a I'étranger en

2012(0On donnera le résultat sous forme décimale arrondie au centiéme)

3. SoitP la matrice Iigne(x y) donnant I'état stable oxiety sont deux réels positifs tels gue-y = 1.
Déterminer I'état stable puis interpréter le résultat.

PARTIE B

1. Montrer que pour tout entier naturebn a :a,,1 = 0,3a,+0,3.

. 3
2. Pour tout entier naturel on poseu, = ap — 7

a) Montrer que la suitéuy,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) En déduire I'expression deg, puis celle de, en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suit@,) lorsquen tend vers+oco. Que retrouve-t-on ?

EXERCICE 6 (D’'aprés sujet bac Liban 2030

Deux chaines de télévision A et B programment chague semaine, a la mémealeenrémissions concurrentes.
On suppose que le nombre global de téléspectateurs de ces émissionsnsisnt.

La premiére semaine, 70 % de ces téléspectateurs ont regardé la chaine A.

Une étude statistique montre que :

15 % des téléspectateurs qui ont regardé la chaine A une semaindergdarchaine B la semaine suivante.
10 % des téléspectateurs qui ont regardé la chaine B une semaindergdaichaine A la semaine suivante.
On note respectivemeat, et b, les proportions de téléspectateurs des chaines A enBdae semaine €,

la matrice Iigne(an bn). Onadond; = (O,? O,3>.
1. a) Déterminer le graphe probabiliste représentant la situation.
b) Donner la matrice de transitiovi associée a ce graphe.
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2. CalculerM?® a l'aide de la calculatrice, donner les résultats en arrondissant & d@s. Quelle est la
répartition des téléspectateurs entre les deux chaines lors de la quatréaieese

3. On considére la matrice ligrie= <a b), ouaetb sont deux réels tels quet+ b = 1.

a) Déterminer etb pour queP = PM.
b) Interpréter les deux valeurs trouvées.

4. On admet que pour tout entier natunet 0, on a :a, = 0,4+ 0,3 x (0,75”*1).
a) Résoudre I'inéquatioa, < 0,5.

b) A partir de quelle semaine I'audience de I'émission de la chaine B dépéasske celle de I'émission
de la chaine A ?

EXERCICE 7 (D’'apres sujet bac Polynésie 2010

Dans une société, le service informatique utilise deux logiciels de gestiome giart, le logiciel Aurora,
leader du marché, et d'autre part le logiciel Bestmath, son concurenhef de réseau informatique enregistre
chaque année, en janvier et en juillet, le nombre d'utilisateurs des deuielsgitfournit des rapports réguliers
sur le comportement des utilisateurs.

Lors de I'enquéte de janvier 2009, le chef de réseau a constaté quel82 #formaticiens utilisait le logiciel
Aurora, les autres informaticiens utilisaient le logiciel Bestmath.

Lors de chaque relevé suivant (juillet 2009, janvier 2010, ... ), le dna#seau informatique a constaté que
20 % des utilisateurs du logiciel Aurora avaient changé de logiciel et utiisd@sormais le logiciel Bestmath,
tandis que 25 % des utilisateurs du logiciel Bestmath avaient changé de letjididisaient désormais Aurora.
Les semestres sont comptés a partir de janvier 2009, que I'on appeleestse O (juillet 2009 est donc le
semestre 1).

Pour tout entier naturel, on désigne par :
— ap la probabilité qu’un informaticien pris au hasard utilise le logiciel Aurora le stieR;
— by la probabilité qu’un informaticien pris au hasard utilise le logiciel Bestmath le dezmes

1. a) Traduire les données I'énoncé par un graphe probabiliste.
b) Ecrire la matrice de transitioll associée a ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets.

2. a) Onnotdy = (ao bo) I'état initial de ce graphe en janvier 2009. DétermiRgr

b) On appelle?, I'état de la société en juillet 2009. Vérifier qie= (0,426 Q574>.

c) On appelld®, I'état en janvier 2010. Déterminé (les résultats seront arrondis & £
3. Dans cette partie on étudie la sui&g).
a) Démontrer que pour tout entier natunan a :an 1 = 0,553, + 0,25.

b) On considere la suit@J,) définie pour tout entier naturalparU, = 9~ an.
Démontrer que la suitdJ,) est géométrique, déterminer sa raison ainsi que le premier terme.
¢) En déduire I'expression dé;, puis dea, en fonction den.

4. SoitP = (x y) I'état probabiliste stable.

a) Déterminex ety.

b) Dans cette question toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'iaitiaéine non fructueuse,
sera prise en compte dans I'évaluation.
On suppose que l'utilisation du logiciel Aurora dans I'entreprise pregreégulierement de la méme
facon. Le distributeur du logiciel Aurora peut-il espérer que son loigsdii utilisé un jour par plus de
60 % des informaticiens de I'entreprise ?


http://yallouz.arie.free.fr

GRAPHES PROBABILISTES T ES

EXERCICE 8 (D’'aprés sujet bac La Réunion 2010
Les parties A et B sont indépendantes
PARTIE A

Une étude statistique est réalisée chaque trimestre sur une population cenptisiement de fumeurs.
Certains d’entre eux s’arrétent de fumer, d’autres qui ont ardéyrennent fumeur.

On estime que :

— siun individu est fumeur, la probabilité qu’il arréte de fumer (qu’ilideme non fumeur) le trimestre suivant
estQ2;

— si un individu a arrété de fumer (il est considéré alors comme non fymawrobabilité gu'il redevienne
fumeur le trimestre suivant est3)

On noteraX I'événement « l'individu est fumeur » &tlI'événement « I'individu est non fumeur ».
1. Représenter les données précédentes par un graphe probabiist@er sa matrice de transition que I'on
noteraM (aucune justification n’est demandée, on respectera |'ordre alphabéks sommets).

2. Pour un entier natureldonné, on note, la proportion de fumeurs dans la populatioryela proportion de
non fumeurs au trimestre de rangOn noteE, = (Xn yn> la matrice ligne donnant I'état probabiliste du
systeme au trimestre de rang

On étudie une population initiale ou tous les individus sont fumeurs. On a:deéne (1 0).

a) Vérifier que la proportion de fumeurs a l'issue de deux trimestresa&st 0

b) Déterminer I'étaE, de la population a I'issue d’'une année.

3. Larépartition fumeurs/non fumeurs de la population converge versatstéble E = (x y).

Déterminer cet état.

PARTIE B

Le chiffre d’affaires d’un débitant de tabac sur une période doeséonction de deux variables : le nombre
de consommateurs, c'est-a-dire de fumeurs, et le prix moyen du pagjtedtat.

On appellez le chiffre d’affaire en milliers d’euross le nombre de consommateurs en milliers & prix du
paquet de tabac en euros. On admettrazexy.

Dans I'espace, muni d’'un repére orthonorrﬁ;T, T,R), on désigne pabla surface d'équation= xy.

1. Le débitant a pour clients 1000 consommateurs réguliers et le prix mayeaogiet de tabac est de 5 euros.

a) Quel est le chiffre d'affaires réalisé par le débitant ?

b) Soit, dans un plaPR paralléle au plan de bag®y, la ligne de niveaz = 5 de la surfacé&.
On a tracé cette ligne de niveau sur la figure 1 donnée en annexe.

Donner son équation de la fornge= f(x).

Le nombre de consommateurs passe de 1000 a 600 . Quel devrait &eatime d'euros pres, le nouveau
prix du paquet de tabac pour que le chiffre d’affaires du débitate éggal & 5000€ ?
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Ligne de niveaw = 5 de la surfac&.

\
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